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Introducció
Un deis interessos més gran de la física és 1'estudi de le s
propietats deis sistemes macroscópics amb molts graus
de llibertat . D'aquesta branca de la física s'encarrega l a
mecánica estadística, 1'objectiu ele la qual és la derivació
de les propietats globals d'un sistema conegudes les in-
teraccions al nivell de les leves partícules constituents .
La mecánica estadística, encara que es va iniciar ja fa
molt temps amb els primers resultats de L . Boltzman n
i J . W. Gibbs ara fará uns cena anys, ha anat obrin t
el seu camp d'infiucncia i actualment compren un gran
nombre de temes de recerca, que van eles ele l'estat sóli d
fins a la turbulencia deis fluids passant per toca un a
fenomenologia molt vasta . La mecánica estadística s'h a
revelat també ele molía utilitat en permetre un llen-
guatge comú amb la teoria quántica de camps fins a l
punt de parlar-se avui en dia de teoria estadística dei s
camps per fer referencia a totes dues .
En aquest treball presenten' les idees principals qu e
hi ha darrere d'una de les branques més recents de l a
mecánica estadística anomenada teoria deis vidres d e
spins —spin glasses . El ser fi és estudiar els fenómens co-
operatius en sistemes desordenats . Els fenómens coope-
ratius i també especialment les transicions ele fase són u n
deis éxits més recents de la mecánica estadística, que e s
va iniciar a meitat d'aquest segle i ha assolit el grao de
máxima completesa amb la teoria del grup de renorma-
lització desenvolupada per K . G. Wilson. Les técnique s
de la mecánica estadísitica han estat també aplicada s
a una nova ciencia interdisciplinaria que es basa en le s
xarxes neuronals . Aquests models, encara que aparegut s
originalment per altres rnotius, poden ser tractats am b
els métodes propis deis processos estocástics, de araner a
que una bona part del formalismo estadístic per a reti-
cles ele spins hi resulta adequada . De fet, en considerar
certs tipus de xarxa apareix una fase de vidre de spins, i
el coneixement de les propietats d 'aquesta es fa impres-
cindible per entendre'n el funcionament .
Qué és una transició de fase ?
La transició de fase és un dels fenómens més irrteres-
sants de la física . Primer, perqué es troba a la vida
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diaria en molts casos diferents aparentment inconnexo s
i segon, perqué es pot estudiar usant models d'interacci ó
microscópica, que permeten fer prediccions precises so-
bre el comportament global del sistema macroscópic
que poden ser comprovades tant experimentalment com
numericament per mitjá d'ordinadors .
A continuació, introduirem els conceptes generals del
que és una transició de fase . A la secció següent expli-
cares qué és un vidre de spins per passar a parlar de
quin tipus peculiar de transició de fase presenten aquest s
vidres .
Potser la forma més senzilla d'explicar qué és un a
transició de fase és a partir d'un exemple quotidiá qual-
sevol . I no cal anar gaire lluny per recordar el fenomen
de la congelació de 1'aigua . En efecte, saben que
l'aigua per sobre de la temperatura de 0°C és líquida .
A 1'estat líquid les molécules d'aigua es poden moure
més o menys lliurement . En augmentar la temperatur a
l'agitació térmica dóna energia cinética a les molécules
de tal forma que les partícules poden escapar al lligam
de les forces ele Van oler Waals. A la pressió de 1 atm ,
per sobre deis 100 °C 1'aigua está en estat gasós . Pel
contraria si baixem la temperatura, l'energia cinética de
les molécules disrninueix i aquestes queden lligades pe r
les forces intermoleculars en posicions fixes . Aquest és
1'estat sólid i l'únic moviment de les molécules es limit a
a rápides vibracions harmóniques al voltant de la posició
d'equilibri . El punt interessant és que entre aquestes tre s
fases hi ha dues temperatures ben precises en les quals la
materia experimenta canvis drástics passant d'una fase
a l'altra . Per al cas de Faigua aquest canvi es manifest a
per 1 'existencia d'una calor latent. Es a dir, per passa r
de líquid a sólid cal treure calor a l'aigua mantenint l a
temperatura invariable. Aquesta extracció de calor és
la mínima necessária perqué totes les molécules d'aigu a
queclin bloquejacíes en posicions precises .
Aquesta transició (on hi ha calor latent) rep e l
nom de transició de primer ordre . Aquí l'entropia S
sofreix una discontinütat finita . Aquesta magnitud pot
obtenir-se fent una derivada primera respecte a la tem-
peratura d'un cert potencial termodinamic que, en le s
nostres consideracions, será l'energia lliure de l3elrnholt z
F, i de la qual parlaren' més endavant . En transicions
de primer ordre, clones, hi ha salts finits en derivade s
primeros del potencial termodinámic que donaran lloc a
divergencies en les derivarles d'ordre dos o Inés alt .
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A la natura, peró, hi ha altres tipus de transicions
que, tot i que són més rares que les de primer creí' e ,
s'han revelat de máxima importancia per entendre el s
fenómens cooperatius en general . Parlero de les transi-
cions contínues. En aquest cas, no hi calor latent per ó
cortes magnituds com la calor específica divergeixen .
Les transicions (contínues) ele segon ordre es caracte-
ritzen per la continuitat de les derivarles primeros de l
potencial termodinámic i la presencia de singularitat s
en magnituds que en són derivades segones. Com a
conseqüéncia, les derivades d'ordre superior tindran di-
vergéncies . La calor específica resulta ser (levat de cons-
tants) la derivada segona del potencial termodinámi c
respecte a la temperatura.
Pot ser que el sistema canvii bruscament d'estructur a
sense cedir o prendre calor . L'exemple més comí és u n
sistema ferromagnétic . Un sistema ferromagnétic es pot
imaginar com un conjunt ele petits imants microscópic s
que interaccionen entre ells a causa de la seva proxi-
mitat . Per simplificar pensarem que els imants poden
prendre dues direccions possibles (amunt o avall) . En
aplicar un camp magnétic tots els imants s'orienten en
la direcció del camp aplicat i donen lloc a una imantaci ó
global . A temperatures molt altos l'agitació térmica fa
que tots els imants fluctuin independentment i s'orienti n
aleatóriament cap amunt o cap avall . En aquest cas
el sistema té una imantació nul•la . A mesura que dis-
minuim la temperatura l'agitació térmica disminueix
i les interaccions entre ens imants esdevenen cada ve-
gada més importants fins al punt que per sota d'un a
certa temperatura crítica (que per al ferro és de 1'ordr e
deis 1000 °C) el sistema inevitablernent no pot resis-
tir la folla interacció entre tots els imantets, que els f a
orientar-se en la mateixa direcció . El sistema té ara una
imantació no nul•la i está ordenat .
Un indici experimental que assenyala una transici ó
de fase de primer ordre en un ferroinagnet ' és la di-
vergencia de la susceptibilitat magnética, és a dir, la
resposta del sistema a un petit carnp aplicat h . Com
que en el punt crític la magnetització pot prendre u n
valor o el seu oposat, aquesta experimenta una dis-
continuitat a camp nul passant de -na si el camp h é s
negatiu a m si el camp és positiu . D'altra banda, la
magnetització pot expressar-se com la derivada d'un a
certa energia lliure respecte al camp aplicat, i la sus-
ceptibilitat com la derivada d'ordre superior . En ter -
mes matemátics, la discontinuitat finita en la derivada
primera —magnetització— clóna lloc a una divergencia e n
la derivada segona —susceptibilitat .
En realitat, la transició de fase és deguda (tant en e l
cas de 1'aigua, i com en els sistemes magnétics, cona e n
tants altres casos) a la cornpetició entre dues tendéncies
a la natura: una tendéncia entrópica per la qual el s
sistemes volen desordenar-se al máxim (l 'exemple més
ciar és un sistema de partícules lliures) i una tendéncia
energética per la qual els sistemes volen configurar-s e
en posicions energéticament favorables (i d'aquestes n'hi
ha poques) . La temperatura és el parametre que regula
quina és la tendéncia dominant . A temperatures altos
l'efecte entrópic és dominant . A temperatures baixes ho
és l'energétic .
Nlés exactament, i a l'hora de quantificar-ho tot, el s
dos termes que cornpeteixen són l ' energia U i 1'entropi a
S, i el que cal buscar és la configuració microscópica que
rninimitza l'energia lliure
F=U
— TS,
	
(1 )
on T és la temperatura . Aquesta relació té una gran
importancia, ja que ens mostra, entre altres coses, que
per a T = 0 els mínims de F i els de U coincideixen .
Es cl'esperar que aixó continui passant per a T prou pe-
tites, peró no quan ens allunyem prou de T = 0 . Cal
tenir-ho molt en compte, perqué a l'hora de cercar el s
punts corresponents a transicions de fase haurem de de-
tectar els canvis en la natura deis extrems de la frunci ó
F : aparició o desaparició de máxims i mínims, extrems
locals que passen a ser absoluts i a l'inrevés, etc .
Vidres de spins : generalitats teórique s
Podem ara intentar explicar qué és un vidre de spins
—spin glass— i quins tipus de fenómens cooperatius e l
caracteritzen. En primer lloc, reprendrem la nostr a
discussió sobre els sistemes ferromagnétics . Tal com
hem vist, aquests estan constituits per una infinitat
de petits imants que interaccionen com si fossin do s
cíipols . Aquests petits imants (tal com pensava a
1'época Ampére) sabem avui en dia que correspone n
a una propietat quántica deis atoms que rep el no m
de spin. Quan dos spins d'un sistema magnétic ten-
deixen a orientar-se segons la mateixa direcció parlen '
d'una interacció ferromagnética . En el cas més gene-
ral, peró, aquesta interacció pot ser també antiferro-
magnética . Aleshores els spins que interaccionen vole n
posar-se en direccions contráries . Suposem, dones, u n
sistema magnétic a temperatura baixa . Quan la in-
teracció és ferromagnética és fácil que tots els spins es
posin d'acord a minimitzar l'energia global d'interacció .
Cal només que tots s'orientin en la mateixa direcci ó
(tots amunt o tots avall) . Si la interacció és anti-
ferromagnética és més difícil aconseguir acontentar el s
spins. En efecte, imaginem tres spins magnétics inter-
accionant entre ells antiferromagneticament (figura 1) .
Es impossible aconseguir una configuració en qué el s
spins de qualsevol parella estiguin orientas en direc-
cions contráries . Dieni que el sistema está fiustra,t . En
aquest cas no hi ha una única- solució energeticamen t
óptima com en el cas del ferromagnet . No obstant aixó ,
el sistema troba configuracions estables on l'energia é s
mínima . D'aquestes configuracions estables pot haver-
n'hi un nombre molt elevat, peró, i el que és més im-
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Figura 1 : Tres spins frustral: .s . La unió a la part superior
dieta está "insatisfeta" . En un sistema luacroscópic hi ha
unaIrustració que implica un nombre 1/1)111 eleval de spins
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Figura 2 : Pie de la susceptibiliat en un vidre de spins metal-
líe. Encara que no hi hagi divergéncia aixó és un indici de
1'existéncia duna transició de fase
portant, estan relacionarles runa amb l'altra per un a
operació de sicnetria (generahnent estan relacionarle s
amb les simetries geometriques de la xarxa ele spins) .
Fins aquí hela explicat les idees basiques del que és un a
transició ele fase i les característiques Inés ampliament
acceptades (le com és la fase ordenada en els sisteme s
magnétics .
El problema deis vidres de spins s'inicia aleshore s
a principi deis setanta amb la recerca experimenta l
de certs aliatges rnetfillics (CuMn, AuFe, Agh~ln) o n
s ' introdueixen impureses magnetiques en una concen-
traciá (le l'ordre (1'un1 tant per cent baix . Les propietat s
d'aquests sistemes eren molt interessants pergné inostra-
ven indicis d 'unaordenació a temperatures molt baixe s
ja que s'observava un pie en la susceptibilitat magnétic a
(figura 2) . Aquest pie, peró, no era una divergencia, l a
qual cosa feia sospitar que aquesta transició era de na-
turalesa diversa . Més exactament, no podia tractar-se
d ' una transició de primer ordre . Encara Inés estrany,
la calor específica no nlostrava ni pie, només un lnaxim
rnolt anlpli i desplasat cap a tenlperatures mes elevarle s
que aquella en la qua] s'observava el pie en la suscepti-
bilitat .
En qué diferien aquests sistemes deis sistemes
rnagnétics Inés cornitns afinas esmentats (fierros o an-
tiferros)? En aquests sisternes la interacció entre el s
spins veras es fa via electrons de conducció . A mit-
Figura 3 : futeracció de tipos RKKY entre impureses
inagnetique;s en un vidre de spins . Canvia alternativalnen t
de signe (ferro o antiferro) i la seva intensitat minva cora l
el cut) de la distancia. Es, per tant, una interacció de llarg
abas t
jan deis anys seixanta Rudderinann, Kasuya, Kittel i
Yosida van demostrar que la interacció via electrons d e
conducció entre inipureses magnétiques fluctuava en in-
tensitat i variava de signe (és a dir, podia ser ele tipus
ferro o antiferro) segons la distancia de separació entr e
les impureses (figura 3) .
Corra que les impureses se situen dins l 'aliatge metal-
lic de forma aleatória, les distancies entre aqueste s
varien també aleatóriament . La conseqüéncia ele to t
aixó és que els spins del sistema interaccionen no de
forma ferromagnética, no de forma antiferromagnetica ,
sinó aleatóriament de forma ferro i antiferro . Si ja amb
el sistema antiferromagnétic és dificil determinar quin a
és la configuració energéticament favorable per a tem-
peratures baixes, en un cas desordenat la complexita t
augmenta considerablement .
Es a clic, el sistema no és només frustrat sinó també
desordenat . 1 aquests són els ingredients bfisics d ' un
vidre de spins : desordre i frustració .
El 1975 es proposa ton primer modo] de vidre de spin s
que es pot tractar exactament de forma analítica. El
model, que es pot entendre corra una aproximació el e
camp miaja (és a dir, suposar que no hi ha correlacion s
entre els spins) rep el nom ele model (le Sherrington-
Kirkpatrick . En aquest model es recorria al truc de l a
réplica, una técnica matemática enorinement útil per ó
ele la qual es coneix ben poc pe] que fa a la seva fo-
narnentació . Usant una ceda hipótesi de simetria es
resol el model analíticament encara. que es demostra qu e
aquesta 1lipátesi és incorrecta, ja que té eom a . resul-
tat luía solució inestable . En general, el model donav a
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l ' existeucia d'una transició de fase contínua amb carac-
terístiques molt semblants al tipus de transició que e s
troba experimentalwent .
La resolució definitiva arriba el 1979 quan G . Parisi
proposa un trencament de sirnetria molt particular qu e
resol les inestabilitats trobades en tots els treballs prece-
dents. La significació física (1'aquest trencament el e
sirnetria roman fosca fins a l'any 1983 en qué el mateix
G . Parisi en dóna la interpretació correcta . Segons
aquesta, la transició que té lloc en un vidre de spin s
es caracteritza perqué el sistema passa cl'una fase desor-
denada o paramagnética a una fase amb Inoltes configu-
racions d'equilibri possibles . Es a dir, la fase vidre de
spins está formada per una infitaitat d 'estats d'equilibri
separats per barreros molt altos d'energia. En termes
Inés técnics es diu que l 'ergodicitat es trenca . Aixó
vol dir que en un vidre de spins macroscópic cal es-
perar ternps enorrneinent grans (de l 'ordre (l ' escales
astronóntiques) perqué el sistema visiti les diferent s
configuracions d'equilibri . A diferérrcia dels sistemes
rnagnétics norrnals, aquests estats d 'equilibri no estad
relacionats per cap operació de sirnetria (coro succeei x
per als forros i els antiferros) . El 1984 la tcoria dei s
vidres de spins arriba al seu punt culminant amb el tre-
ball de M. Mézard, G . Parisi, N . Sourlas, G . Toulouse i
M . A . Virasoro. Usant com a punt ele partida el tren-
cament de sirnetria proposat per G . Parisi 1'any 1979 ,
',roben que els estats d'equilibri d'una fase de vidre d e
spins s 'ordenen de forma jerárquica molt similarment a
la manera caro s organitzen les espécics anima s i vege-
tals en arbres genealógics (figura 4) .
Figura. 4 : Els estats d'equilibri d'un vidre de spins
s 'organitzen jertaxquicament ocupant els extrems inferiors
duna estructura d'arbre. L ,'exemple rriostrat correspon a
un arbrc binari .
Es a dir, encara que no hi ha cap sirnetria que con-
r~ecti els diferents estats entre si, aquests estan ordenat s
de forma jerárquica . Aquesta propietat d 'orderració dei s
estats rep el nom d ' ultrunetricitat .
I poc rnés de fonarnental s'ha fet des d'aleshores, ex-
cepte estendre Lotes aquestes idees a 1'estudi d'altre s
fenórnens de la física on el desordre i la frustració tener
una funció primordial (el cas de les xarxes neuronals n ' é s
un exemple) .
Ha de quedar clara la natura peculiar d'aquesta tran-
sició . En disminuir la temperatura per sota del seu valo r
crític, el sistema nrinirnitza l'energia d'interacció globa l
per tal de véncer l'efecte entrópic que tendeix a desor-
denar el sistema. A diferérrcia deis sistemes rnagnétic s
normals el vidre ele spins és un sistema desordenat i
molt conrplex pecó així i tot el vidre de spins troba la
seva configuració estable interna óptima . Aquesta con-
figuració óptima és completament desordenada . Hi ha
rnoltíssirnes configuracions óptimos que el sistema po t
escollir i aquestes, llanry de ser aleatóries o simétricamen t
organitzades, estan distribuldes de forma jerárquica . I
aixó no deixa de ser una sorpresa .
Xarxes neuronal s
Actualment molts físics veuen l'estudi de les xarxes neu-
ronals Ncural Networks— coro una parcella de la teo-
rice deis vidres de spins, ja que hi ha irnportants ti -
pus ele xarxes equiparables a sistemes de spins am b
soroll estocástic, sobretot el model de Hopfield i le s
seves variants . Habitualment, aquesta classe de models
són emprats per al reconeixement d'imatges —óptiques ,
acústiques, etc . expressables per majá de seqüéncie s
bináries . Els segments ele codi binan susceptibles de se r
reconeguts (per exernple la seqüéncia d'uns i zeros que
queda en "digitalitzar" una fotografía de mida fixada )
s 'acosturnen a anomenar pattcrns.
Hi ha moltes altres classes de xarxa d'elements in-
terconnectats que processen informació, amb la finalita t
de classificar, predir, traduir, deduir regles o senzilla-
ment avaluar funcions lógiques, on l 'estocasticitat po t
ser absent del funcionament . Aquests models plante-
gen problemes igualment difícils relatius a les presta-
cions, les capacitats d'emmagatzemar i generalitzar, i
l'entrenament o 1'aprenentage que pot ser de caire es-
tocástic o no . Les xarxes neuronals són adequade s
per resoldre problemes on el detall va creixent per
aproxirnacions successives, és a dir, en passos ordenat s
jerárquicarnent . Hi ha models de xarxa neuronal poten-
cialrnent capaSos de classificar i generalitzar, que porte n
fer-ho fins i tot sense coneixement d'unes regles, pe r
exernple poden aprendre a pronunciar- text en anglés, a
partir d ' exemples .
Per aquestes raons, les xarxes neuronals estan pas-
sant de ser vistes com un terreny interdisciplinari de-
pendent de la física, la biologia, la informática i, pe r
descomptat, les nraternátiques, a considerar-se una nova
ciéncia amb errtitat propia, com ho prova la multitud de
butlletins i revistes científiques aparegudes sobre el tem a
en els darrers anys .
Els orígens de ]'interés en les xarxes neuronals só n
el desig d'entendre els principis de funcionament de l a
mena humana i les necessitats de realitzar tasques com -
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plexos, per a les quals els ordinadors seqüencials són
inadequats . La primera font de motivació ve del desi g
de molts científics de comprendre millor els mecanis-
mes pels quals el cervell processa informació . El treball
amb xarxes neuronals permet la simulació de processos
difícils d'experimentar sobre cervells reals, i la realit-
zació de models per conceptes i mecanismes que no e s
deducixen directament a partir d'observacions . El famós
estudi de Hubel i Wiesel sobre el córtex visual estriat de l
gat va mostrar que algunes neurones estan especialitza-
des a detectar patterns d'imatges amb una corta orien-
tació, i que les neurones adjacents detecten el matei x
amb orientacions llcugerament canviades . La llarga du-
rada d'aquest procés d'estructuració "topológica" de l
córtex va fer impossible d'investigar-lo en el propi en-
torn biológic . En canvi, uns models de xarxa neurona l
varen permetre l'estudi per simulació d'alguns d'aquest s
mecanismes .
Hi ha molts problemas que necessiten el reconeixe-
ment de patterns óptics o acústics complicats, no de-
terminats per regles lógiques simples, per exemple e l
vol d'una mosca que evita obstacles o el moviment pe r
un laberint serse tocar cap paret . La solució en ordi-
nadors tradicionals, pels métodos d'intelligéncia artifi-
cial, ha donat com a resultat els sistemes experts, que
són, peró, massa lents per identificar imatges o paraule s
prou de pressa . No cal esperar que en un futur proper l a
velocitat deis microprocessadors augmenti en ordres de
magnitud. Per reduir el temps s'ha tornat a la idea de
procés en parallel, on diversos operacions es fan alhora
en diferents elements .
En el present, es consideren les xarxes neuronals co m
realitzacions prototípiques de processos distribuits en
parallel (Rumelhart, 1986a) . Els elements processador s
d'una xarxa neuronal són relativament simples, n'hi ha
un gran nombre, i estan molt interconnectats . El pro-
blema principal és trobar la millor estructura de con-
nexions i després trobar els valors de les intensitats qu e
realitzin la tasca . Aixó es fa sovint per un procés selec-
tiu basat en 1'aprenentatge —learning— a partir de caso s
particulars .
L'actual expansió del treball en xarxes neuronals, j a
sigui com a objectiu de recerca o com a font de bene-
ficis per a la indústria, és deguda als seus avantatges .
L'operació en parallel és molt més rápida i, per tant ,
més rendible en teoria . La necessitat de hardware es-
pecial per implementar aquests principis ha portat a l
desenvolupament i la construcció de xips amb unitats
en parallel . A rnés, les solucions tenen una robustes a
que les acostuma a fer molt tolerants als crrors . Mentre
que una equivocació en un bit clestrossa un program a
convencional, l 'operació d'una xarxa neuronal general-
ment no es veu afectada quan unes poques unitats o
connexions fallen .
Primers model s
L'any 1943 W. McCulloch i W. Pitts, (McCulloch ,
1943), proposaren una teoria sobre el processament d'in-
formació per elements binaris, semblants a una versi ó
simplificada de les neurones biológiques . En una xarx a
amb N d'aquests elements, cada un pot prendre dos va-
lors n i = 0 o 1, i = 1 . . .N . Per simular l'activitat de
les neurones reals, se suposa que els carvis d'estat tene n
lloc a intervals de temps discrets t = 0, 1, 2, . . . El nou
estat de cada unitat i ve donat per la influencia de la
resta a través de la combinació lineal :
hi( t ) => . Wi9n4( t )•
	
( 2 )
w és una matriu on els coeficients —o pesos— descriuen
les intensitats sináptiques entre cada parella ij de neu-
rones . h i (t) representa el potencial sináptic (o el camp )
produit sobre la unitat i per 1'acció de les altres . Con-
siderant h com a input i n com output, les propietats
del sistema estan determirrades per la relació funciona l
entre els ni (t + 1) i els h i (t) . En el cas més simple ,
s'acostuma a usar una llei del tipus
n i (t + 1) = e(h i ( t) — Bi ),
	
(3 )
on Bi és un ccrt llindar d'activació i e és la funció esglaó ,
e(x)=0 perax<0i 1 perax>0.
McCulloch i Pitts mostraren com aquestes xarxes po-
den fer en principi qualsevol cálcul, de forma semblant
a un ordinador digital o la seva abstracció matemática ,
la inquina de Iiiring . L'equivalent al programa seria
la matriu a', que governa el procés . No obstant airó ,
els passos no s'executen seqüencialment, sinó en paral-
lel dins de cada unitat . De fet, pot dir-se que el codi fon t
es redueix a una sola instrucció, la resultant de combi-
nar les eq . (2) i (3) . Aquesta petitesa está compensad a
per l'ús d'un gran nombre d'unitats processadores en
comptes d'una de sola . En el cervell humá pot haver-h i
fins a quantitats de l'ordre de 10 11 neurones .
El programador d'una xarxa de McCulloch-Pitts h a
d'escollir la c' adequada per fer una corta tasca cog-
nitiva donada. Aquesta mena de tasca pot ser qual-
sevol problema que comporti el procés digital o analógic
d'informació, com el reconeixement de patterns en imat-
ges óptiques o acústiques . La primera solució de carácte r
general fou donada el 1961 per Eduardo Caianiello, en
forma d'algorisme "d'aprenentatge" per trobar les con-
nexions sináptiques d'una xarxa neuronal . El metode ,
anomenat originalment equació 'mnemónica', incorpor a
el principi conegut coro la regla de Hebb .
Regla de Hebb
Per explicar-la amb facilitat, cal avansar idees relativas
al model de Hopfield . Suposem que ara els dos estats de
les unitats tenen valors ±l en lloc de 0, 1, i diguem-lo s
si . Tindrem s i = 2ni — 1 . Usant la relació entre les
funcions e i sgn —funció signe— la combinació de (2) i
(3) esdevé una llei de tipu s
si(t + 1) = sgn
`.i= r
on les 0, depenen de les Bi i de w . De totes manere s
suposarem Oi = 0, que és el que s 'acostuma a prendre .
Volem ara escollir w de manera que partint d'un estat
s = ( s r ;	 sN) la xarxa evolucioni cap a algun deis
patterns preestablerts {e , i = 1, . . . , p}, —cada e de-
nota (i°, . , fin,) . Concretament esdesitja que 1'estat s
de la xarxa acabi formant elmés proper o semblant
a s, i que aquest pattern reconegut quedi assenyalat per
la persistencia de la xarxa un cop que hagi arribat a
formar-lo . Perqué aixó funcioni és necessari, dones ( i
entre altres coses), que les configuracions corresponents
a s igual a algun deis I F' siguin estables sota evolució
temporal .
En el cas especial que el conjunt de patterns donat s
es reduis a un sol (p = 1) hi ha una senzilla solució ,
que és
1
=
	
( 5 )
Grócies al fet que = 1, aquesta relació permet com-
provar immediatament per mitjá de (4) (amb O = 0 )
que
s(t) =
	
= s(t + 1) = ,
	
(6 )
i així per a tot t successiu .
La llei de Hebb, que s'usa quan p > 1, és la genera-
lització de (5) :
cµ cl
	
( 7 )
Ara, pero, cadano compleix (6) sempre . Un cálcu l
senzill basat en l'aplicació de (4) (per a O = 0) mostr a
que apareixen termes addicionals que no tenían qua n
p = 1. Aquestes contribucions podrien alterar els signe s
de manera que cada r` deixés de ser estable sota evoluci ó
temporal . Una avaluació estadística d'aquests nous ter-
mes ens permet dir que la propietat d'estabilitat e s
manté si /(p— 1)/N és proper a zero, és a clir, si p
és petit en comparació amb N .
Perceptrons
El 1960 Frank Rosenblatt i el seu grup estudiaren
un nrodel particular de xarxa que anomenaren per-
ceptró . La versió rnés senzilla corista de clues cape s
de neurones, que representen entrada i sortida. Les
neurones de la capa sortida roben senyals sináptiques
de la capa entrada, peró no a 1'inrevés, i a cad a
capa no es comuniquen entre elles (figura 5) . El flux
d'informació es propaga direccionalment i en un sol sen
-
tit —suposadament cap enclavant— i per aixó es diu qu e
aquestes xarxes són de classe feed-forward .
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Figura 5 : Xarxa feed-forward per a un perceptró de dues
capes: entrada de Ni unitats, i sortida de No . Les con-
nexions no són dobles, sinó que només tenen lloc en senti t
d 'entrada a sortid a
Aquest grup de recerca generó un algorisme iterati u
—conegut com a perceptron learning rulo-- per construi r
la matriu sinóptica w de tal manera que un cert pattern
binari, llegit com a entrada, es transformi en el desitjat
en sortida, i fins i tot va ser capaC de demostrar-ne l a
convergencia . Alguns anys més tard arribó la crítica d e
M. Minsky i S . Papert (Minsky, 1988), assenyalant que
aquella demostració només servia per a la classe de pro-
blemes resolubles mitjancant perceptrons de dues capes .
No contents amb aixó, mostraren problemes molt sen-
zills que no es poden resoldre amb aquests models . El
més conegut és la realització de la porta lógica de l a
disjunció exclusiva, on entrada i sortida són dues i un a
unitats binóries, respectivament, de tal manera que e l
resultat sigui 1 quan una sola de les entrados és 1, i 0 e n
els altres casos . Com que es tracta d'un problema cor-
rent en disseny d'ordinadors, i que es resol amb facilitat
en arquitecturas convencionals, aquesta constatació v a
ser un cop prou destructiu a la idea del perceptró.
Xarxes neuronals i reticles de spin s
Un altre desenvolupament arrenca de quan William
Little notó la semblanCa entre una xarxa neuronal d e
McCulloch-Pitts i un reticle de spins a 1'estil deis mo-
dels d'Ising . En aquests sistemes, cada spin s i en un
lloc i pot prendre només dues orientacions : s i = +1 (cap
amunt) i si = -1 (cap avall) . L'analogia amb una xarx a
neuronal es fa identificant cada spin amb una neuron a
i associant l'orientació s i = 4-1 a l'estat actiu n i = 1
i l'orientació s i = -1 a l'estat pasiu n i = 0, que no
és més que el canvi d'elements binaris a elements tipus
signe abans comentat .
La idea fou continuada pel mateix Little i per Joh n
Hopfield, que estudió com un sistema d'aquesta natu-
ralesa pot servir per emmagatzemar i recuperar irrfor-
mació . A la práctica, es recuperen patterns per per-
sistencia de configuracions sota 1'evolució temporal d e
la xarxa. Els models de Little i de Hopfield només dife-
reixen en la manera en qué té lloc el canvi al llarg del
temps. En el model de Little, tots els spins o neurone s
són actualitzats alhora en passar de t a t + 1, mentre
que en el de Hopfield són actualitzats seqüencialment ,
;ct-isi :~ cic l isica
	
n
wü s.i (t ) — Bi.
	
(4 )
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un per cada nou t, ja sigui per ordre ele posició o a
l ' atzar . Encara que a .quest segon métode dona facilitat s
per a 1'aná.lisi teórica i la simulació, está ele fet aban-
donant; la característica básica (le les xarxes neuronals :
l'operació sinnrltánia ele nioltes unitats en parallel .
L 'a.nalogia amb sistemes de spins ha dorrat un gran
profit, grécies als avencos en la coniprensió (le les propie -
tats terrnodinámiques de sistemes de spins en desordre ,
particularrnent xarxes amb fase de vidre de spins, a l a
qual s'ha arribat tan sois en els anys vuitanta. Per tal
d'aplicar adnest cúniul de resultats, cal substituir la lle i
d'evolució determinista (4) per una regla estocástica, o n
el valor de .s ; (t+1) és assignat aleatóriament i segons un a
probabilitat que és funció de h .;, i que depén també d ' un
parámetre (i = 1/1', on T fa el paper de temperatura .
Aquesta T, pero, no s'ha d'interpretar coro la tempera-
tura física (le la xarxa, Binó com una forma d'introdui r
soroll estocástic ; que permeti d'aplicar les técniques de la
mecánica estadística. La funció probabilitat és tal que
en el lírnit T —> 0 reapareix la llei (4) . Normalment ,
aixó es fa prenen t
Pí3(si. ( t + 1) = +1 ; hi) =
	
1
	
( 8 )1+c+2"i(t) '
ora ara
hi(t) =
	
„$) (1) .
	
( 9 )
S 'estudiaran les situacions d 'equilibri dinámic, que
s'ateny quan l 'estat de qualsevol neurona ja no canvi a
en mitjana al llarg del ternps . Aquesta suposició port a
a una corta forma per a la funció de distribució de l a
probabilitat P[s] que les neurones de la xarxa estigui n
en l 'estat s = (sí, . . . , SN ), la qual resulta ser una (lis-
trihució de Boltzmann de l ' esti l
P[s] = 1 e —PENI ,Z ( 10 )
1
E[s] = - 2 (11)
i7
E[s] és la funció energia de la xarxa, i U en (1) ve a ser e l
sera valor maja . Com que w és simétrica, es tracta d 'una
funció definida negativa . Si, coro és habitual, els sea s
coelicierrts estan donats per la llei de IIebb, veiern qu e
quan s = e” , per a algun v, ateny un mínirn absolut . Po-
den, peró, haver-hi mínims locals que no correspongui n
1
a cap " . Z aparcix com un factor de normalització a
determinar que fa que la suma de Lotes les probabilitats
sigui 1, de la qual cosa sur t
Z = E c,-~its¡sl .
Podern veure Z com la funció de partició canónica, que
es relaciona amb 1 ' energia lliure de Ilelrnholtz F (1) per
mitjír. (le Z = e —", d'on
F = —TInZ .
Per a processos a T fixada, aquesta té el paper d 'un
potencial terniodinámic . Semblantment, l ' entropia S cíe
la xarxa es defineix corra
DF
DT
Corra que norrnalment Z creix amb T i acostuma a ser
rnolt Inés gran que 1, l 'energia lliure E és negativa i
decreix amb T . D'aquí que l'errtropia sigui definida po-
sitiva i rromés s'anulli per a T = O .
La rnitjana (térmica) de 1 'energia en prendre els va-
lors corresponents a totes les possibles configuracions de
s amb probabilitat donada per (10) és
D
<E>=
	
E[s]P[s] = -- lnZ.
Usara un truc matemátic consistent a afegir termes d e
tipus "font o carnp extern " a 1 ' expressió E[s] i pre-
nent derivadas respecte a aquests en zero poden tamb é
calcular-se quantitats corra :
• valor majá de l 'activitat de la neurona i-ósima < s i > ,
• correlacions entre parells de ncurones < s ise >, total-
rnerrt análogues a les correlacions entre dos spins ,
• correlacions entre tres o més neurones, etc .
El paral-lclisme amb el comportament collectiu dei s
reticles de spins s'obté, a part de per 1'existóncia de do s
valors possibles en cada elenient, per la interpretaci ó
de la funció energia (11) . Mirant-ho com una in-
teracció entre spins, aquesta pot tenir alhora termes
ferro i antiferrornagnétics segons els possibles signes deis
wij , que en general no seran tots iguals . De fet, s i
pensem que els e han estat donats aleatóriament, lla-
vors com a conseqüéncia d'aplicar la llei de Hebb le s
w.i~ també seran alcatóries . Aixó eras porta novarnent a
la presencia d'interaccions ferro i antiferromagnétique s
aleatóriament barrejades, que és un deis trets deis vidre s
de spins .
Considerada corn a sistema per trobar el prittern
més próxim a un s donat, la xarxa "funcionará bé" e n
situacions en que, a 1'equilibri dinámic, els mínims d e
E associats als siguin els únics mínims estables d e
F. Aquesta imatge pot espatllar-se si la temperatur a
és prou gran perqué 1'estocasticitat confongui l'evoluci ó
cap als ' 1 ` . Es tractaria del cas, abans comentat, ora l a
teudéncia entrópica predomina sobre la de reducció d e
l 'energia.
Com abans hem clit, la llei de IIebb condueix a una
bona recuperació deis quan p es petit en comparaci ó
amb N. Aquesta qualilat es descriu pcl parámetr e
r
di = Ñ, també anonienat capacitat, perqué mesura e l
nombre ele patterns "en nrenrória" ami) relació a la mid a
ele la xarxa . Es per aixó que els augments de p, i pe r
tant de (Y, tenen un afecte semblant a fer créixer la tem-
peratura, encara que no sigui del tot equivalent .
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Sense uecessitat d'haver arribat a un scenario (le des-
ordre térmic total . cal també considerar casos amb
presencia de mínims de F que ja no ho siguin els corres-
poments als i lapossibilitat que esdevinguin Inés es-
tables que els primers . De fet poi ser que agnests perdii i
Pestabilitat "global " , i passin a ser tan sois metastables .
El resultat gran escala dependrd, dones, deis valor s
i relaciona entre T i o . Aquests dos paráiuetres perrne-
ten construir un diagrama ele fases on es tenett quatr e
regions, associades a diferents tipus de cornportarnen t
del sistema :
• P . fase pararnagnética . 'rota mena ( 'ordre qued a
destruYt perqué la temperatura aquí és alta . En ter-
mes magnétics, lii ha una "desa.lineaciá" complet a
entre els spins .
• F. fase ferromagnética, a temperatures baixes i o
no cxcessivament gran . En aquesta fase, els I` que
són mínims de l 'energia, són també mínims esta-
bles de F de manera que es poden veure corra el s
seus "estats fonamentals" . Es din cine hi ha ordre
a llarg abast perqué totes les parelles ij de spins
estar alineats segons un scutit preferit, definit pe l
signe de la interacció per a cada terrne -és a dir ,
ele cada wz f . Noten' que, aquí, Pús de la paraula
"ferromagnética" no vol dir que totes les interac-
cions siguin del mateix signe, sinó que, als estat s
energeticament óptims, tots els spins queden orien-
tats segons els signes de les iuteraccions .
• F+SG, fase de barrqja ferromagnética i de vidre d e
spins, a temperatures una mica per sobre (le les ele
la fase F. Els mínums corresponents als s'ba n
fet ara metastables . Els estats ora el sistema va fi-
nallnent a parar, diem que són de vidre (le spins ,
perqué presenten frustració respecte a les alinea-
cions ideals donades per w, i perqué n'hi ha molts d e
possibles, separats per barreros energetiques altos .
• SG, fase purarnent de vidre ele spins, situada entre
la fase P i la F+SG. Coral ('anterior, penó amb l a
diferencia que ara elsja no poden recuperar-se
amb cap mena d'estabilitat, ni tan sois coro a estat s
metastables .
• Existeix encara una altra fase, on esta troncada l a
simetría de réplica, a temperatures molí baixes . Es
traeta de la regid on el I,ruc de réplica esmentat a
la secció 3 deixa ele ser vítlid . Encara que la seva
importancia teórica és inqüestionable, el seu efect e
sobre el funcionarnent d'una xarxa en les condicions
habituals és Inés aviat petit, i per parlar-ne hauríen t
d'endinsar-nos Inés en els aspectes Inatennatics, cos a
que queda Tora de 1'objectin d 'agnest treball .
A T = 0, es prodneix una transició discontínua (Ini-
rant; variacions de (1) ele F a F+SG per a cv
	
0 .051
Després hi ha una altra transició discontínua, de F+S G
a SG, que és el col•lapse d'una fase "rnagnetitzada" ora
encara es recorden els i `, a una "acuse magnetització "
on hi ha amnesia o confusió total . Aquesta té lloc per a
un valor de ce anornenat (q .(0) 0.138. El mateix passa
a T Inés alces, amb els valors de les cx (,(T) de transició
disminmint a mesura que T creix, fins a arribar a T = 1 ,
ora cn,,(1) = O . Per sobre de T = 1 apareix la fase P i
només hi ha el pas d'aquesta a SG . La recuperació deis
és ja impossible .
Pel que fa a la separació entre les fases, P i SG, la
tenint a 7' = 1 per a cx = 0 i a T llengerament Inés gran s
en augmentar a- . La divisoria entre les dues regions és
una línea de transició de fase de segun ordre .
Xarxes multicapa
En els darrers anys, l'Interes per xarxes leed-forwa.rd de
diverses capes ha tornat a Pactualitat . El motiu ha estat
el redescobrirnent d'un algorisrne per trobar la matri u
siné.ptica en xarxes amb Iiés de tires capes, és a chi . ,
antb capes intermedies o amagades, tal com la que e s
riostra a la figura 6 .
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Figura 6 : Xarxa feed-forward de tres capes: entrada cíe Ni
unitats, una capa amagada de NI ,, i sortida de No neurones .
En general es poden dissenyar xarxes d'aquesta classe am b
qua.lsevol nombre de capes intermedies
La poténcia del métode, actualmcnt concgut co m
error backpropaga.tion, fou reconeguda (una década i
initja Inés tard de la seva invenció) per diversos grups in-
vestigadors, especiahnent pe1 de R.umelhart (San Diego ,
CA), que el llencé a la fama amb el seu article a Natur e
(Runielhart, 1986b) . Aquest algorisme d'aprenentatge
es basa en la Inodificació iterativa de les wi f a fi que, per
a cada exemple concgut, el senyal de sortida difereix i
el Ineliys possible del desitjat . L'objectiu s'aconseguei x
aplicant el métode del gradient, que dóna els valors ade-
quats de les variacions fiwz~ . Ja que el ftuicionament
de la xarxa és la realització d'una fiuició altament no-
lineal coro ho és (3)— entre entrada i sortida, el métode
s ' aplica lnolts cops fins que se n ' observa convergencia .
Ba.ckpropagation és un d'entre molts possibles al-
gorismes d'aprenentage de la categoria anomenada su-
pervised Icar iing, on a cada pas la xarxa ajusta el s
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pesos comparant la sortida real amb l'esperada . En-
cara que matemicticament aquests algorisrnes són se-
riosos i eficients, la seva realització biológica sembl a
molt improbable, i només són viables quan la sor-
tida desitjada es concix amb precisió . Altres formes
d'aprenentatge basades en principis de premi i sanci ó
—reward and penalty— i d'evolució i selecció estan sen t
objecte d 'estudi continuat .
Problemes oberts i conclusions
Hi ha molts problemes oberts en la teoria deis vidres d e
spins encara que crciem que no seria oportú comentar -
los tots per la manca d'espai . En recordarem un
d'important . La teoria presentada a la secció 3 és un a
teoria de camp mitjá, és a dir, és una aproximació de l
que succeeix en la realitat . S'ha revelar, útil per des-
cobrar aquest nou tipus de fenomcn cooperatiu pecó
caldria saber-hi treballar en qualsevol cas general usan t
les técniques estándard de la mecánica estadística . Val
a dir que aquestes són la teoria ele les pertorbacions i
la teoria del grup ele renormalització . La primera és
útil per conéixer les propietats termodinámiques gene-
rals lluny del punt crític . La segona és especialmen t
apropiada per entendre les propietats crítiques (tipus
de transició, valors deis exponents . . .) .
La teoria deis vidres de spins ha experimentat u n
munt d'aplicacions diferents . Aixó és degut al fet qu e
les característiques principals deis sistemes que estu-
dia (desordre i frustració) feien inviables les técnique s
usuals d'análisi . Entre les aplicacions clestacarem to t
1'estat sólid que va des de l'estudi deis superconduc-
tors a 1'estudi deis polírners passant pels fenómens d e
conducció eléctrica tals com els fenómens de localit-
zació . També s'ha aplicat a I'estudi de probleme s
d'optimització matemática i ha tingut un éxit espe-
cial en 1'estudi de sistemes biológica (xarxes neuronals ,
evolució prebiótica, conformació de proteines . . .) . I des
de fa molt poc es comenta a fer recerca en la irnplicaci ó
d'aquesta teoria en economia i en sociologia .
Possiblernent la forma millor cl'acabar aquesta pre-
sentació és usar 1'analogia per fer veure com els vidre s
de spins poden ser útils per entendre certs fenómens so-
ciológics . Suposem una massa social (per exemple, el s
habitants de Barcelona) . Tenirn la tendencia a pensar
que som éssers individuals i que l'evolució de la gran
collectivitat (digucm-li ciutat) és una cosa abstracta i
inassequible per a cadascun de nosaltres . Res rnés lluny
de la realitat . En efecte, cadascun de nosaltres está lligat
a qualsevol persona de la ciutat per una cadena d'amic s
que potser és de l'ordre de 5 persones com a máxim . Ja
que si cadascun de nosaltres té de mitjana de l'ordre d e
30 coneguts está connectat amb 305 persones diferent s
a través d'una cadena máxima de 5 persones. I aixó és
de l'ordre de 10 6 persones que és també de 1'ordre de l
nombre deis habitants cle Barcelona. Així doncs és molt
probable que agafant dues persones a l 'atzar d'una ciu-
tat hi hagi una cadena de com a máxim 5 persones qu e
els connecta. I és aquesta gran connectivitat la que fa
que un acte de decisió o opinió personal pugui arriba r
a qualsevol punt de la massa social . O bé que un act e
de decisió personal es vegi in_fluit pel d'una altra per-
sona arbitrária de la massa . La configuració de la mass a
social (val a dir, tots els parámetros sociológics que l a
caracteritzen) és el resultat d'un conflicte constant en-
tre clecisions personals i clecisions d'altres persones que
conflueixen en cadascun de nosaltres . D'alguna forma
estem frustrats ja que no existeix mai una solució a un
problema que afecti tots els habitants de la ciutat que
satisfaci tothorn . I la teoria deis vidres de spins en s
recorda que la solució óptima a un problema collecti u
no és única . Més aviat, n'hi ha moltes i de molt dife-
rents, totes igual de bones . I no seria estrany que totes
fossin organitzades d'alguna forma jerárquica . Concre-
tar aixó és una tasca que pertoca a la sociologia .
Tot el que hem explicat és un exemple i está molt
lluny de poder-se quantificar . Per tant, ha de romandr e
com una simple analogia, que és el que és . La teoria deis
vidres de spins és per si sola una contribució molt impor-
tant a la mecánica estadística . El temps dirá si permet
obrir una via de coneixement alternativa a tants i tant s
problemes diferents que, clesprés cl'haver-se classifica t
amb el nom de complexos, s'han demostrat intractables
usant técniques d 'estudi estándard .
Agraiment s
Volem donar les grácies a Giorgio Parisi --ara a 1 Uni-
versité di Roma, "La Sapienza"— tant pel que ha con-
tribuYt a la nostra formació en aquestes matéries co m
per l'extens suport rebut de part seva . F.R. agraeix una
beca de la CE .
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